
34 ش�رۀ ۲
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

معادلات تابعي

صادق جهاني پور*
دبير رياضي از استان قم

معـادلات تابعـي، معادلـة كوشـي، روش واژهواژه
ضرايب نامعين

تعريف
معادلات تابعي معادلاتي هستند كه در آن ها، مجهول يك 
تابع حقيقي است. براي حل چنين معادلاتي سعي مي كنيم كه 

به وسيلة شرط داده شده آن تابع را جست وجو كنيم.
معادلات تابعي راه حل عمومي ندارند، ولي در اين مطلب 

بعضي از حالت هاي خاص را بررسي مي كنيم.

 روش هاي حل معادلات تابعي داراي يك متغير:
 روش تغيير متغير

ــتفاده از اين روش، متغير مستقل معادله را با متغير  با اس
ديگري جاي گزين مي كنيم، به طوري كه معادلة جديد به دست 

آمده، ما را به  سمت تابع اصلي هدايت كند.
***

 f(x) ــد، آن گاه  باش
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مثال 1. اگر 
را پيدا كنيد.

ــورت  ــد. در اين ص  باش
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ــم  ــرض كني      حـل:         ف
. با جايگزيني اين مقدار در معادله داريم: 
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مي دانيم در نوشتن ضابطة يك تابع، متغير مستقل يك حرف 
.

t

t t t t

x

f(x ) x x

x t

x t

f(t) (t ) (t ) t t

f(x ) x x

x x
f( )

x xx

x
t

x

x
t

( )
t

f(t) t t

( )
t t

f(x ) x x

f(log x ) x x

x

f(t) ( )

f(x )

+ = − +
+ =
= −

= − + − + = − +

= − +

+ +
= +

+
=

=
−

+
−= + = − +

− −
= − +

= + +

=

= + + = + +

⇒ = +

2

2 2

2

2

2

2
2

2

2

2

2 2

2

7 5 2
7

7
7 5 7 2 9 16
9 16

1 1 1

1

1
1

1 1 11 11 1
1 1

1
1

10
10 10 1 10 10 1

10 10x

x
f(x ) f( ) x

x

x
t

x

x
t

f( ) f(t)
t t

f( ) f(x )
x x

t
x

t
x

t

t t
f( ) f( )

t t t

x x
f( ) f( )

x x x

x x
f(x ) f( ) f( ) ( x )

x x x x

x x
f(x ) ( x ) ( )

x x x

x x

+
−

+ = +

−
=

=
−

+ = +
− −

+ = +
− −

=
−
−

=

− −
+ = +

−
− −

+ = +
−

− −
+ + = + + +

− −
− −

= + + + − +
−

− +
=

3

1
1 1

1

1
1
1 11

1 1
1 11

1 1
1

1
1

1 1 11
1

1 1 11
1
1 1 1 1 13

1 2 1
1 1 1 13 1
2 1

x ( x )

f(x ) f( x ) x

x t

x t

f( t) f(t) t

f( x ) f(x ) x

f(x ) f(x ) x ( x ) x

x
f(x )

f(x ) f(x ) x

f( )

f(x ) ax bx c

a(x ) b(x ) c ax bx c x

ax a b x

a

b

f(x ) x

+
−

+ − = +
− =
= −
− + = − +
− + = − +
− = + − − + = −

−
⇒ = −

+ − = +
=

= + +

+ + + + − − − = +
+ + = +

=
= −

=

2

2

2 2

1
2 1

2 2 1

2 2 1
2 2 1

4 2 1 2 2 1 6 1
6 1

3
1 8 3

0 5

1 1 8 3
2 8 3

4
1

4 f( )
x c f(x ) x x

f( ) x y

f(xy) f(x )f(y) f(x y)

y

=− + → = − +
= = =
= − + +

=

0 52 24 5
1 2 0

1
1

دلخواه است و لذا مي توانيم بنويسيم: 
***

، تابع f(x) را 
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ــرض  مثـال 2. با ف
پيدا كنيد.

 و لذا: 
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، آن گاه 
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     حل:         اگر 
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بنابراين: 
***

 x> 0 باشد، با شرط 
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مثـال 3. اگر 
پيدا كنيد ضابطة f(x) را.
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ــت:       حل:         با در نظر گرفتن t=logx خواهيم داش
و بنابراين: 
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به طور كلي اگر f(g(x))=h(x) و g(x) يك تابع معكوس پذير 
 f(x)=h(g- :خواهيم داشت g- 1(x) با x باشد، آن گاه با جايگزيني

.1(x))

 معادلات تابعي هم زمان
ــادلات تابعي هم زمان  ــر متغير، به مع ــب بعد از تغيي اغل
مي رسيم. به عبارت ديگر سعي مي كنيم با تشكيل يك معادلة 
ديگر در كنار معادلة اصلي، به يك دستگاه معادلات برسيم و در 
نهايت با حذف يكي از تابع هاي مجهول، تابع اصلي را به عنوان 

جواب معادله پيدا كنيم.
***

ــد،   باش
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مثـال 4. فرض كنيد 
ضابطة تابع  f(x) را بيابيد.

 و لذا با جايگزيني 
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 باشد، آن گاه 
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     حل:         اگر 
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حال با ضرب معادلة (*) در 2- و جمع آن با معادلة سؤال 
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***
 باشد، تابع f(x) را 
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مثال 5. اگر 
پيدا كنيد.
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 باشد. در اين صورت 
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     حل:         فرض كنيم 

آموزشى



35 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

x f ?
خواهد شد. با جايگزيني در معادله داريم: 
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(*)
يا

 (1)                       

ــي در معادلة (*)   با جايگزين
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ــدداً با فرض  مج
خواهيم داشت: 
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 (2)

ــاب و  ــؤال و (1) و (2) را حس ــال مجموع معادلات س ح
ــيم مي كنيم. در اين صورت معادلة زير را پيدا  آن را بر دو تقس

مي كنيم:
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(3)

اگر معادلة (2) را از معادلة (3) كم كنيم، خواهيم داشت: 
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 روش ضرايب نامعين
ــه معادلات تابع مجهول يك تابع چندجمله اي  در اين گون
ــود. براي حل كافي است ضرايب جملات آن را با  فرض مي ش

استفاده از شرايط مسئله تعيين كنيم.
***

ــه اي درجة دوم و  ــر f(x) يك تابع چندجمل مثـال 6. اگ
ــد، ضابطة آن را   باش

t

t t t t

x

f(x ) x x

x t

x t

f(t) (t ) (t ) t t

f(x ) x x

x x
f( )

x xx

x
t

x

x
t

( )
t

f(t) t t

( )
t t

f(x ) x x

f(log x ) x x

x

f(t) ( )

f(x )

+ = − +
+ =
= −

= − + − + = − +

= − +

+ +
= +

+
=

=
−

+
−= + = − +

− −
= − +

= + +

=

= + + = + +

⇒ = +

2

2 2

2

2

2

2
2

2

2

2

2 2

2

7 5 2
7

7
7 5 7 2 9 16
9 16

1 1 1

1

1
1

1 1 11 11 1
1 1

1
1

10
10 10 1 10 10 1

10 10x

x
f(x ) f( ) x

x

x
t

x

x
t

f( ) f(t)
t t

f( ) f(x )
x x

t
x

t
x

t

t t
f( ) f( )

t t t

x x
f( ) f( )

x x x

x x
f(x ) f( ) f( ) ( x )

x x x x

x x
f(x ) ( x ) ( )

x x x

x x

+
−

+ = +

−
=

=
−

+ = +
− −

+ = +
− −

=
−
−

=

− −
+ = +

−
− −

+ = +
−

− −
+ + = + + +

− −
− −

= + + + − +
−

− +
=

3

1
1 1

1

1
1
1 11

1 1
1 11

1 1
1

1
1

1 1 11
1

1 1 11
1
1 1 1 1 13

1 2 1
1 1 1 13 1
2 1

x ( x )

f(x ) f( x ) x

x t

x t

f( t) f(t) t

f( x ) f(x ) x

f(x ) f(x ) x ( x ) x

x
f(x )

f(x ) f(x ) x

f( )

f(x ) ax bx c

a(x ) b(x ) c ax bx c x

ax a b x

a

b

f(x ) x

+
−

+ − = +
− =
= −
− + = − +
− + = − +
− = + − − + = −

−
⇒ = −

+ − = +
=

= + +

+ + + + − − − = +
+ + = +

=
= −

=

2

2

2 2

1
2 1

2 2 1

2 2 1
2 2 1

4 2 1 2 2 1 6 1
6 1

3
1 8 3

0 5

1 1 8 3
2 8 3

4
1

4 f( )
x c f(x ) x x

f( ) x y

f(xy) f(x )f(y) f(x y)

y

=− + → = − +
= = =
= − + +

=

0 52 24 5
1 2 0

1
1

 و 
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تعيين كنيد.
 باشد، آن گاه:
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     حل:         فرض كنيم 
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پس از ساده كردن خواهيم داشت: 
. از 
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با مقايسه كردن طرفين به دست مي آوريم: 
. لذا: 
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طرف ديگر داريم: 
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 معادلات تابعي با بيشتر از يك متغير
ــاي بالا  ــلاوه بر روش ه ــن معادلاتي، ع ــراي حل چني ب
مي توانيم مقادير خاصي را نيز در معادله جايگزين كنيم. اغلب 
 در شرايط داده شده، نتايج ديگري از 
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با جايگزيني 
سؤال پيدا مي كنيم. مثال هاي زير اين روش را به خوبي توضيح 

مي دهند.
***

ــد كه در شرايط  مثال 7. فرض كنيد f: Q→Q تابعي باش
زير صدق كند: 
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ــر x به صورت عدد گوياي  اگ
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ــي  ــم با جايگزين آن گاه مي تواني
سؤال، رابطة زير را پيدا كنيم: 
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ــم:  ــر x∈Z داري ــراي ه ب ــم  ــر مي داني ــرف ديگ از ط
ــا  ب  .
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جايگزيني اين مقدار در رابطة بالا خواهيم داشت: 
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ــة  ــز ضابط ــر x∈Q ني ــه ازاي ه ــم ب ــه مي كني ملاحظ
 را به دست مي آوريم.

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

ــم كه ابتدا معادله را  نكتـه: در اين مثال ملاحظه مي كني



36 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــپس آن را در حالت كلي تر حل  ــاص x∈Z و س ــت خ در حال
ــم.) اين روش  ــدا كردي ــت x∈Q پي ــم. (f(x) را در حال كردي
ــم. در حالت  ــوارد به كار گيري ــياري از م ــم در بس را مي تواني
f: R→R نيز به طور مشابه چنين مي كنيم. يعني ابتدا معادله 
 x∈Q ــرط ــپس f(x) را با ش را براي x∈Z  حل مي كنيم و س
ــته   مي يابيم. در نهايت براي توابع پيوس
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با جايگزيني 
مي توانيم f را براي x∈f پيدا كنيم.

***
 داريم: 
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 y و x مثال 8. براي هر
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.
ضابطة f را بيابيد.

     حل:         از رابطة سؤال مي توانيم نتيجه زير را بگيريم: 
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 ،x ــان مي دهد كه براي هر ــاوي نش اين تس
ــد، آن گاه:   باش
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ــر  ــت دارد. اگ ــداري ثاب مق
.
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ــديم.  نكته: در اين مثال با يك حالت تقارني مواجه ش
با به دست آوردن اين تقارن به يك معادله تابعي با يك 
متغير رسيديم. اين روش مي تواند براي معادلات تابعي 

متقارن استفاده شود.
***

ــرط  ــه ازاي هر x, y∈R در ش ــر f: R→R، ب مثـال 9. اگ
 صدق كند، ضابطة f را بيابيد.
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ــراردادن x =0 در معادله داريم:  حـل: با ق
ــده در صورت سؤال f مي گيريم.  حال از طرفين رابطة داده ش

خواهيم داشت: 
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 (1)
ــم f(x)، لذا داريم:  ــة (1) به جاي x قرار مي دهي و در رابط
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.چون 
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است، پس: 
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 (2)
ــدا   را پي
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ــاوي  ــادلات (1) و (2)، تس از مع
مي كنيم و از آنجا خواهيم داشت: 

f(x) = ±x
ــتقل، موارد  ــؤال ما به جاي متغير مس نكته: در اين س
ديگري را جايگزين كرديم. برخي از اين جايگزيني هاي 
 به جاي 
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رايج عبارت اند از f(x) به جاي x و يا 
 و يا 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

 يا 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

x. همچنين مي توانيم مقادير 
 و... را نيز در نظر بگيريم.
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حتي 

   چند معادلة تابعي مشهور
ــه:  ــه اي ك ــد، به گون ــته باش ــع پيوس ــك تاب ــر f ي 1. اگ
ــد،  ــر x,y∈R برقرار باش ، براي ه
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آن گاه داريم: f(x)=cx كه در آن c ثابت است (معادلة كوشي).
ــته باشد و براي هر x,y∈R داشته  2. اگر f يك تابع پيوس
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ج) 
كه در آن c ثابت است.

***
ــه ازاي هر  ــد و ب ــك تابع حقيقي باش ــر f ي مثـال 10. اگ
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x,y> 1 داشته باشيم: 
f را بيابيد.

     حل:         دو طرف معادلة داده شده را بر xy تقسيم مي كنيم. 
ــت  را به دس
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ــورت رابطة  ــن ص  در اي
ــاوي تس  ،

x

A A {y y : y , y A } R

y , y A

y y x

f(x ) f(y y ) f(y ) y y f(y )

c y c y
y y

(y y ) x
c c

c x
f(x )

x
f(x )

f(x y) f(x ) f(y)

f(x ) cx

f(x y) f(x )f(y)

f(x ) c

f(xy) f(x ) f(y)

f(x ) c ln

− = − ∈ =

∈

− =

= − = + + −

+ − + −
= + + −

−
= − = −

+ −
=

= −

+ = +
=
+ =

=
= +
=

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 2 1 2 1
2 2
2 1

1 2

2 2
1 2

2

2

1

1 1 1
2 2

2 2
1
2

1
2

c

x

f(xy) f(x )f(y)

f(x ) x

f(xy) xf(y) yf(x )

f(xy) f(y) f(x )

xy y x

f(x )
g (x )

x

g (xy) g (x ) g (y)

g (x ) c ln x

f(x ) cx ln x

f(x ) x x

f(x ) f( ) x
x

(x ) f(x ) f( ) log x
x

a,b,c R af(x ) bf( x ) cx

f(x )f(y)
(x ) f(x y)

f(

=

=
= +

= +

=

= +
=
=

+ = + +

+ =

> + − =

∈ − + − =

> + =

22 4 6
13 2 4

10 1

1 1

0
x ) f(y)

f(x y) f(x ) f(y) f(x )f(y)

f( )

f(x y)(f(x ) f(y)) f(x y)(f(x ) f(y))

x (f(x ) f(y)) (x y)f(f(x )y)

f(xf(x ) f(y)) (f(x )) y

+
+ = + +
=
+ − = − +

+ = +

+ = +

2

2

1 1

ــرض  ف ــا  بــ ــم.  مـــي آوريــــ

 را نتيجه خواهيم گرفت. از معادلات 
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ــه مي گيريم كه:  ــت نتيج ــهور كه در بالا آمده اس تابعي مش

.
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 و لذا: 
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ـن
ريـ

ـم
1. تابع f(x) را با هريك از شرايط زير پيدا كنيد:تـ
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2. همة توابع f: Z→Z را پيدا كنيد به گونه اي كه:
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ــر +x,y∈R در رابطة  ــراي ه ــع +f: R+→R كه ب ــة تواب ــد هم ــدا كني 3. پي
 صدق مي كنند (انتخابي المپياد 
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بين المللي رياضي در اسلووني 2005).
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4. تابع حقيقي f را پيدا كنيد، به طوري كه 
براي هر x,y∈R برقرار باشد (مسابقات رياضي بالكان 2000).
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